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Introduction
Dans la premie`re partie de cet article, on e´tudie le sche´ma de Hilbert des courbes rationnelles lisses
trace´es sur une varie´te´ homoge`ne. Soient G un groupe alge´brique simple et simplement connexe sur C,
P un parabolique de G et α ∈ A1(G/P ) une classe d’e´quivalence rationnelle de 1-cycle. On suppose α
positive (c’est a` dire coupant positivement les classes de diviseurs effectifs de G/P ), alors J.F. Thomsen
[T], B. Kim et R. Pandharipande [KP] ont montre´ (en particulier) que le sche´ma de Hilbert des courbes
lisses rationnelles de classe α trace´es sur G/P est lisse connexe mais pas ne´cessairement non vide. Dans
cette partie, nous construisons de manie`re effective des courbes lisses sur les varie´te´s homoge`nes. Nous
retrouvons ainsi le re´sultat de J.F. Thomsen, B. Kim et R. Pandharipande par une me´thode comple`tement
diffe´rente et montrons l’existence de courbes lisses.
The´ore`me 1 : (ı) Le sche´ma de Hilbert des courbes rationnelles lisses trace´es sur G/P de classe α
positive est irre´ductible et lisse.
(ıı) Si α est strictement positive (c’est a` dire d’intersection strictement positive avec tous les diviseurs
effectifs de G/P ), alors il existe une courbe rationnelle lisse de classe α sur G/P sauf pour P1, P2 et
P1 ×P1.
On donnera e´galement les cas pour lesquels le sche´ma de Hilbert des courbes lisses est non vide lorsque
α est positive non strictement positive.
Pour de´montrer ce the´ore`me on e´tudie les orbites de G/P sous un parabolique P ′. Ces orbites que nous
appelerons P ′-orbites ge´ne´ralisent les cellules de Schubert classiques (de´finies par l’action d’un Borel).
Elles n’apparaissent pas de fac¸on syste´matique dans la litte´rature. Seuls quelques cas particuliers sont
de´crits par exemple dans [BGG], [K1], [K2], [T] et [LMS]. Les me´thodes de J.F. Thomsen [T] et B. Kim et
R. Pandharipande [KP] pour prouver la premie`re partie du the´ore`me 1 sont totalement diffe´rentes de la
notre. Ils montrent que le sche´ma des applications stables est connexe en reliant toute application a` une
application du bord par action d’un Borel ou d’un tore maximal, puis irre´ductible par lissite´. La me´thode
pre´sente´e ici est plus directe (pas d’e´tude du bord du sche´ma des applications stables) et elle permet
de montrer l’existence de morphismes non constants de P1 dans G/P de classe α positive et meˆme de
courbes lisses ce qui n’e´tait pas le cas des me´thodes de [T] et [KP]. Pour les courbes de genre g > 0,
on n’a pour le moment que des re´sultats partiels. Citons E. Ballico [B] qui a montre´ l’irre´ductibilite´ du
sche´ma de Hilbert des courbes de degre´ d et de genre g trace´es sur une quadrique de Pn pour n ≥ 7
et d ≥ 2g − 1. Notre me´thode permet de montrer, dans le cas ou` G est SLn ou SO2n et si P est un
parabolique maximal, que le sche´ma des morphismes de degre´ d d’une courbe de genre g vers G/P est
irre´ductible de`s que d est grand devant g (on en de´duit le re´sultat pour le sche´ma de Hilbert associe´). On
peut e´galement montrer ce re´sultat si G est Sp2n et si P est un parabolique maximal qui ne correspond
pas aux sous espaces totalement isotropes maximaux. Enfin, la me´thode de E. Ballico se ge´ne´ralise aux
quadriques lisses de rang n pour 3 ≤ n ≤ 7. Dans tous ces cas excepte´ pour P2 et P1 × P1, on sait
e´galement montrer l’existence de courbes lisses.
De plus, les P ′-orbite que l’on introduit dans cette construction nous permettent, dans la seconde
partie de cet article, de donner une de´singularisation pi des varie´te´s de Schubert plus fine que celle de M.
Demazure [D]. En effet, elle sera bijective sur un plus grand ouvert et une de´singularisation de Demazure
se factorise par celle-ci. Cependant, je ne sais pas si elle est la plus fine possible c’est a` dire si elle est
bijective sur le lieu lisse des varie´te´s de Schubert. On peut ne´anmoins ve´rifier que c’est le cas pour les
groupes de petite dimension (SL4 par exemple). On montre ainsi le re´sutat suivant :
The´ore`me 2 : (ı) Une de´singularisation de Demazure se factorise par pi.
(ıı) Le morphisme pi est une de´singularisation des varie´te´s de Schubert.
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On donnera aussi une condition suffisante (non ne´cessaire) de lissite´ des varie´te´s de Schubert et un
crite`re pour qu’une varie´te´ de Schubert soit homoge`ne sous l’action d’un sous groupe de G.
CONSTRUCTION DE COURBES LISSES SUR LES VARIE´TE´S HOMOGE`NES
On adoptera tout au long de cet article les notations de W. Fulton et J. Harris [FH] pour tout ce qui
concerne les groupes, leurs alge`bres de Lie et leurs syste`mes de racines. Soit G un groupe de Lie simple
et simplement connexe et soit g son alge`bre de Lie. Soit h une alge`bre de Cartan de g et b un borel de g
contenant h. On note R, respectivement R+ et R− l’ensemble des racines, respectivement l’ensemble des
racines positives et ne´gatives. On a les de´compositions de g et b suivant les poids :
g = h⊕α∈h∗ gα b = h⊕α∈R+ gα
Le Groupe de Picard de G/B est exactement le re´seau des poids de h∗. Dans le groupe de Picard de
G/B, le coˆne forme´ par les poids x tels que : (x, α) ≥ 0 pour toute racine simple α (c’est la chambre
de Weyl principale) est engendre´ par les poids fondamentaux (diviseurs engendrant le groupe de Picard
des G/P ou` P est un parabolique maximal). On l’appelle coˆne ample de Pic(G/B). Le groupe A1(G/B)
est le dual de Pic(G/B). C’est donc le re´seau des racines dans h. Le coˆne ample de Pic(G/B) de´finit
par dualite´ le coˆne positif de A1(G/B). Ce coˆne est le coˆne engendre´ par les racines simples. On appelle
coˆne strictement positif les e´le´ments qui sont strictement positifs sur toutes les areˆtes du coˆne ample du
groupe de Picard, c’est le coˆne positif prive´ de ses faces de codimension 1.
Un sous groupe parabolique P de G contenant B est donne´ par un ensemble de racines simples
ne´gatives Σ et l’alge`bre correspondante est alors :
p(Σ) = b⊕α∈T (Σ) gα
ou` T (Σ) est l’ensemble des racines obtenues comme somme de racines simples en dehors de Σ. Le groupe
de Picard de G/P (Σ) est donne´ par le sous re´seau des poids (c’est a` dire le sous re´seau de h∗) de´fini par
les e´quations (x, α) = 0 pour toute les racines simples α en dehors de Σ. On peut aussi le de´crire comme
le re´seau engendre´ par les coracines αˇ des racines simples α ∈ Σ. On peut ainsi de´finir par restriction
un coˆne ample dans Pic(G/P ). Par dualite´ on peut de´finir des coˆnes positif et strictement positif dans
A1(G/P ) qui sont les quotients des coˆnes de A1(G/B).
Remarque 1 : Si C est une courbe irre´ductible dans G/P alors sa classe [C] dans A1(G/P ) est
ne´cessairement dans le coˆne positif car tous les diviseurs D qui forment une areˆte du coˆne ample de
Pic(G/P ) sont effectifs et par l’action du groupe on voit que (C,D) ≥ 0 (voir par exemple [Kl]). Ainsi
[C] est toujours dans le coˆne positif et la condition de la premie`re partie du the´ore`me 1 est une condition
ne´cessaire pour que le sche´ma de Hilbert soit non vide.
1 Les courbes rationnelles et leur sche´ma de Hilbert
On note Hilb(α,X) le sche´ma de Hilbert des courbes rationnelles lisses dans X dont dans la classe
dans A1(X) est α.
Proposition 1 : Soit α ∈ A1(G/P ) dans le coˆne positif, alors Hilb(α,G/P ) est lisse de dimension :∑
α′∈Σ
(αˇ′, α) + dim(G/P )− 3
De´monstration : Il suffit de montrer que TG/P est engendre´ par ses sections pour avoir la lissite´ du
sche´ma de Hilbert. Sa dimension au point C est alors donne´e par deg(TG/P |C) + dim(G/P )− 3 c’est ce
qu’on cherche car le degre´ de TG/P |C est
∑
α′∈Σ(αˇ
′, α).
Si on a une action line´aire de P sur un espace vectoriel N , alors P agit sur le produit G × N par
(p, (g, n)) 7→ (gp−1, pn). Le quotient G ×P N est un fibre´ vectoriel au dessus de G/P . Ainsi, le faisceau
TG/P est le fibre´ vectoriel associe´ a` la repre´sentation de P suivante : g/p. Mais G agit sur g donc le fibre´
vectoriel G associe´ a` g est trivial. Comme quotient du fibre´ trivial G, le faisceau TG/P est engendre´ par
ses sections. Pour une autre de´monstration voir [Ko] the´ore`me 1.4 page 241.
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La difficulte´ de la premie`re partie du the´ore`me 1 re´side donc dans l’irre´ductibilite´ du sche´ma de
Hilbert. Pour l’e´tudier, on va s’inte´resser au sche´ma des morphismes Homα(P
1, G/P ) qui parame´trise
les morphismes f de sche´mas de P1 dans G/P tels que la classe de f(P1) dans A1(G/P ) est α. L’ensem-
ble des plongements de P1 dans G/P de classe α est un ouvert de ce sche´ma. Cet ouvert domine
Hilb(α,G/P ) (c’est une fibration en SL2) et l’irre´ductibilite´ du sche´ma de Hilbert se de´duira de celle de
Homα(P
1, G/P ). La proposition suivante nous permet de ramener ce proble`me a` celui d’un ouvert :
Proposition 2 : Soit X une varie´te´ munie d’une action transitive d’un groupe G et soit α ∈ A1(X).
Supposons qu’il existe un ouvert U de X dont le comple´mentaire Z est de codimension supe´rieure ou
e´gale a` 2 et tel que Homα(P
1, U) est irre´ductible, alors Homα(P
1, X) l’est aussi.
De´monstration : Les ouverts Homα(P
1, g.U) de Homα(P
1, X) recouvrent Homα(P
1, X). On utilise
pour cela` un re´sultat de Kleiman [Kl] : si C est une courbe de X et si Z est un ferme´ de codimension au
moins 2, alors il existe un ouvert de G tel que, pour tout point g de cet ouvert, l’intersection de C avec
les translate´s g.Z du ferme´ Z est vide. Donc si on a un point f dans Homα(P
1, X) et C son image, alors
il existe un ouvert de G tel que C est contenue dans g.U et donc f est dans Homα(P
1, g.U) pour tout g
dans cet ouvert. Ceci impose l’irre´ductibilite´. En effet, deux ouverts Homα(P
1, g.U) et Homα(P
1, g′.U)
se coupent toujours : il suffit d’exhiber une courbe qui ne rencontre pas g.Z ∪ g′.Z. Soit donc f ∈
Homα(P
1, X) quelconque et C son image, le meˆme re´sultat de Kleiman [Kl] nous dit qu’il existe un
ouvert de G tel que pour tout e´le´ment g′′ de cet ouvert la courbe g′′.C ne rencontre pas g.Z∪g′.Z. Toutes
ces courbes g′′.C sont donc dans l’intersection. Supposons maintenant que Homα(P
1, X) a plusieures
composantes irre´ductibles et soientH et H′ deux telles composantes. Comme les ouvertsHomα(P
1, g.U)
recouvrent et sont irre´ductibles, il existe deux e´le´ments g et g′ de G tels queHomα(P
1, g.U) est un ouvert
non vide de H et Homα(P
1, g′.U) est un ouvert non vide de H′. Mais alors on sait que Homα(P
1, g.U)∩
Homα(P
1, g′.U) est non vide, c’est donc un ouvert dense de H et de H′ ce qui impose l’e´galite´ de ces
composantes.
Le principe de la de´monstration sera le suivant : on commence par se rammener grace a` la proposition
pre´ce´dente a` des ouverts de G/P dont le comple´mentaire est de codimension supe´rieure ou e´gale a` 2 :
les P ′-orbites (voir paragraphe suivant). On de´visse ensuite ces P ′-orbites en varie´te´s plus simples pour
lesquelles on sait re´soudre le proble`me. Deux cas se pre´senterons alors selon que P est un Borel ou non :
- Un fibre´ en droites projectives au dessus d’une varie´te´ homoge`ne pour laquelle on sait re´soudre
le proble`me. Dans ce cas on aura besoin d’une condition sur le degre´ de la courbe par rapport a` cette
fibration.
- Une tour de fibre´s affines, de fibre´s vectoriels direction engendre´s par leurs sections, au dessus d’un
produit de varie´te´s homoge`nes sous des groupes dont le diagramme de Dynkin est de longueur strictement
infe´rieure a` celle du diagramme de Dynkin de G.
Pour chacun de ces cas on a une proposition qui permet d’obtenir le re´sultat. On commence par de´finir
ce qu’on appelle une tour de fibre´s affines.
De´finition : Un morphisme X
f
−→ Y est appele´ tour de fibre´s affines si f se de´compose en X
f1
−→
X1 · · ·
fn
−→ Xn
fn+1
−→ Y ou` les fi sont des fibre´s affines.
Proposition 3 : Si X
ϕ
−→ Y est une tour de fibre´s affines de fibre´s vectoriels direction engendre´s par
leurs sections, si α ∈ A1(X), alors Homα(P1, X) −→ Homϕ∗α(P
1, Y ) est une tour de fibre´s affines. En
particulier, si Homϕ∗α(P
1, Y ) est irre´ductible, alors Homα(P
1, X) l’est aussi.
De´monstration : Il suffit par re´currence de prouver le cas d’un fibre´ affine F dont le fibre´ vectoriel
direction F est engendre´ par ses sections. On a le diagramme suivant :
Homϕ∗α(P
1, Y )×P1
p
−→ Yyq
Homϕ∗α(P
1, Y )
Le faisceau F e´tant engendre´ par ses section le faisceau R1q∗p
∗F est nul et q∗p
∗F est localement libre.
On va montrer le re´sultat suivant : le sche´ma Homα(P
1, X) au dessus de Homϕ∗α(P
1, Y ) est le fibre´
affine de base q∗p
∗F associe´ a` l’e´le´ment de H1q∗p
∗F image de celui de H1F de´finissant F .
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En effet, on a un morphisme universel P1 × Homϕ∗α(P
1, Y ) −→ Y × Homϕ∗α(P
1, Y ) et si on
fait le produit fibre´ avec X × Homϕ∗α(P
1, Y ) on obtient une varie´te´ Z qui est le fibre´ affine p∗F au
dessus de P1×Homϕ∗α(P
1, Y ). La varie´te´Homα(P
1, X) est alors donne´e sur chaque fibre au dessus de
Homϕ∗α(P
1, Y ) par les sections de ce fibre´, c’est a` dire par le faisceau d’espaces affines q∗p
∗F (de´fini de
la meˆme fac¸on que pour un fibre´ vectoriel). Comme q∗p
∗F est localement libre, q∗p
∗F est un fibre´ affine
de base q∗p
∗F , il est associe´ a` l’e´le´ment de H1q∗p
∗F = H1p∗F image de celui de H1F de´finissant F .
Proposition 4 : Soit X
ϕ
−→ Y un fibre´ en droites projectives de fibre´ tangent relatif TX/Y et soit
α ∈ A1(X) tel que α ∩ TX/Y ≥ 0, alors Homα(P
1, X) est un ouvert d’un fibre´ projectif au dessus de
Homϕ∗α(P
1, Y ). En particulier, si Homϕ∗α(P
1, Y ) est irre´ductible alors Homα(P
1, X) l’est aussi.
De´monstration : Soit E un faisceau localement libre de rang 2 sur Y tel que X = ProjY (Sym(E)).
On a encore un morphisme de Homα(P
1, X) dans Homϕ∗α(P
1, Y ). Soit f ∈ Homϕ∗α(P
1, Y ) et soit
S = Proj
P1
(Sym(f∗E)) la surface re´gle´e obtenue comme produit fibre´ de P1 avec X au dessus de Y .
On note OS(0, 1) le quotient tautologique de cette surface re´gle´e et OS(1, 0) le diviseur d’une fibre (le
groupe de Picard de S est Z2). Les rele`vements de f dans X de classe α correspondent aux sections de
E(c) (ou` c est un entier de´pendant de α) qui sont partout injectives. Les sections de E(c) correspondent
exactement aux sections de OS(c, 1). L’entier c ve´rifie la condition suivante :
(
c, 1
)( 0 1
1 a
)(−a
2
)
= b
ou` la matrice est celle de la forme d’intersection sur S, le vecteur de droite est la classe de TX/Y , a =
(ϕ∗α)∩c1(E) et b = α∩TX/Y . On voit ainsi que c =
1
2 (b−a) (ne´cessairement b ≡ a[2]). On s’inte´resse donc
au faisceau F = q∗(p
∗E ⊗OP1(c)) sur Homϕ∗α(P
1, Y ) (avec les notations de la proposition pre´ce´dente
pour l’incidence avec Y ). Il est localement libre de rang b + 2 au dessus de l’ouvert U comple´mentaire
de Supp(R1q∗((p
∗E) ⊗ OP1(c − 1))). Cet ouvert contient l’image de Homα(P
1, X). En effet, si f ∈
Supp(R1q∗((p
∗E) ⊗ OP1(c − 1))), alors le faisceau f
∗E(c) a un facteur de degre´ infe´rieur a` −1 et ses
sections s’annulent toutes et ne peuvent ainsi donner des courbes sur X . Au dessus d’un point de l’ouvert
U , les e´le´ments de la fibre sont donne´s par les sections partout injectives qui forment un ouvert des
sections. Sur ProjU (Sym(Fˇ )) ×P
1 on a une section tautologique de p∗E ⊗OP1(c), soit Z la projection
dans ProjU (Sym(Fˇ )) du lieu des ze´ros de cette section. On peut maintenant affirmer queHomϕ∗α(P
1, Y )
s’identifie a` l’ouvert de ProjU (Sym(Fˇ )) comple´mentaire Z.
Remarquons qu’il est possible que Homα(P
1, X) soit vide si l’ouvert image U dans Homϕ∗α(P
1, Y )
est vide.
Cette proposition est encore vraie si on remplace le fibre´ en droites projectives par un fibre´ en espaces
projectifs de dimension supe´rieure.
2 De´composition en P ′-orbites
2.1 De´finition et proprie´te´s ge´ne´rales
On va ici introduire une classe de varie´te´s plus ge´ne´rales que les cellules de Schubert classiques. Ces
varie´te´s n’apparaissent pas ou seulement partiellement dans la litte´rature : certains auteurs en ont de´crit
des cas particuliers (Kempf [K1] et [K2], Bernstein, Gelfand et Gelfand [BGG], Lakshmibai, Musili et
Seshadri [LMS], Thomsen [T]). On fixe maintenant un tore T et deux paraboliques P et P ′ contenant ce
tore et dont l’intersection contient un Borel (que nous ne fixons pas a` priori).
De´finition : On appelle P ′-orbite de G/P les orbites de G/P sous l’action de P ′.
Remarques 2 : (ı) Les P ′-orbites de G/P forment une stratification de G/P , elles sont isomorphes a`
P ′wP/P ou a` w(P ′)/(w(P ′) ∩ P ) ou` w ∈ W (W est le groupe de Weyl de G). Si on note pour tout
parabolique Q, W (Q) le sous groupe du groupe de Weyl qui laisse stable le parabolique Q (si on fixe un
Borel B0 dans Q, ce groupe peut eˆtre vu comme le sous groupe de W engendre´ par les re´flexions par
rapport aux racines de B0 dont les oppose´s sont dans Q), alors les P
′-orbites de G/P sont parame´tre´es
par les orbites de W sous l’action de W (P )×W (P ′) donne´e de la fac¸on suivante : (g, (w,w′)) 7→ wgw′−1.
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La P ′-orbite P ′wP/P est re´union disjointe de cellules de Schubert, ceci vient de l’e´criture
P ′wP =
∐
(w1,w2)∈W (P ′)×W (P )
Bw1ww2B
avec B un Borel de P ∩ P ′.
(ıı) Les cellules de Schubert classiques sont de´crites par les varie´te´s BwB/B ou` B est un Borel de G et
w ∈W . Ce sont les B-orbites de G/B.
Des cas plus ge´ne´raux ont e´te´s de´crits par exemple dans Kempf [K1] et [K2], Berstein, Gelfand et Gelfand
[BGG], Lakshmibai, Musili, Seshadri [LMS] ou Thomsen [T] qui e´tudient les varie´te´s B′wP/P qui sont
les cellules de Schubert de G/P par rapport a` B′ (cas ou` P ′ = B′ est un Borel contenu dans P ) ou
parfois leurs syme´triques : P ′wB/B qui sont des P ′-orbites plus grandes que les cellules classiques (cas
ou` P = B est un Borel contenu dans P ′).
Exemple 1 : Les P ′-orbites de G/P sont des ouverts lisses de G/P . Le lemme suivant nous permet de
montrer que pour toute P ′-orbite P ′wP/P de G/P (w est une orbite de W sous l’action de W (P ) ×
W (P ′)), il existe un Borel B de P et un e´le´ment w′ ∈ w tel que P ′wP/P contient la cellule de Schubert
Bw′P/P et est contenue dans l’adhe´rence de cette cellule. On voit ainsi que l’ade´rence de la P ′-orbite
P ′wP/P est une varie´te´ de Schubert.
Lemme 1 : Soient P et P ′ deux paraboliques contenant un meˆme Borel, soit w ∈ W/(W (P ) ×W (P ′)),
il existe un Borel B ⊂ P et un e´le´ment w′ ∈ w tels que P ′wP ⊂ Bw′B.
De´monstration : On commence par montrer que l’espace tangent de P ′wP en w est p + p′ ou` p est
l’espace tangent de P en e (l’identite´) et p′ est l’espace tangent de w(P ′) en e. En effet, l’espace tangent
de P ′we = w.w(P ′) en w est le translate´ a` gauche par w de p′ et l’espace tangent de ewP en w est
le translate´ a` gauche par w de p. Ainsi p + p′ est contenu dans l’espace tangent de P ′wP en w. Mais
P ′wP/P s’identifie a` w(P ′)/(w(P ′) ∩ P ) donc P ′wP est de dimension dim(p + p′). La lissite´ de P ′wP
nous permet de conclure que Te(P
′wP ) = p+ p′.
Ainsi, notre lemme se rame`ne a` montrer qu’il existe deux Borels B ⊂ P et B′ ⊂ w(P ′) tels que
b + b′ = p + p′. En effet, le Borel w(B) est contenu dans w(P ′) donc il existe w′′ ∈ W (P ′) tel que
w′′w(B) = B′ donc B′ = w′(B) pour w′ ∈ w. On aura alors Bw′B = w′B′B ⊂ P ′wP mais comme ils
ont le meˆme espace tangent, on aura aussi P ′wP ⊂ Bw′B.
On utilise l’abus de notation suivant : si α est une racine et p l’alge`bre de Lie d’un parabolique, on
dit que α ∈ p si α est une valeur propre pour l’action du tore h sur p ou encore si gα apparait dans la
de´composition de p. Soient b et b′ deux Borels de p et p′, on modifie ces Borels pour obtenir la proprie´te´
recherche´e. Si il existe α ∈ p + p′ (disons dans p) telle que α 6∈ b + b′ alors il existe un racine simple α0
de b telle que −α0 ∈ p et −α0 6∈ b+ b′. En effet sinon pour toute racine simple αi de b telle que −αi ∈ p
on a −αi ∈ b+ b′ i.e. −αi ∈ b′. Mais alors α s’e´crit α =
∑
(−αi) ou` les αi sont des racines simples de b
telles que −αi ∈ b′ donc α ∈ b′ ce qui est absurde.
On remplace maintenant b par sα0(b) et on a :
sα0(b) + b
′ = (b + b′) ∪ {−α0}
on se rame`ne ainsi a` des Borels b et b′ tels que b+ b′ = p+ p′.
Ce lemme montre e´galement l’existence d’un Borel B et d’un e´le´ment w′ ∈ w tel que la fle`che
Bw′B/B −→ P ′wP/P entre varie´te´s de Schubert est une fibration en P/B.
Supposons que P = B est un Borel, les cellules de Schubert classiques de G/B sont munies d’un ordre
partiel (ordre de Bruhat). Les P ′-orbites de G/B de´crites par P ′wB/B avec w ∈W/W (P ′) contiennent
comme ouvert dense une cellule de Schubert classique Bw′B/B qui est donne´e par w′ (celui du lemme 1)
qui est l’e´le´ment maximal de w dans l’ordre de Bruhat. Cet e´le´ment est unique car les cellules associe´es
a` deux tels e´le´ments ont la meˆme adhe´rence : celle de P ′wB/B.
On va utiliser ces P ′-orbites pour construire des ouverts de G/P dont le comple´mentaire est de
codimension supe´rieure ou e´gale a` 2. On commence par montrer un re´sultat sur ces P ′-orbites qui au vu
de la proposition 3 nous permettra de faire fonctionner la re´currence.
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De´finition : Les composantes connexes du diagramme de Dynkin de G prive´ de P ′ sont les diagrammes
de Dynkin obtenus a` partir de celui de G en enlevant les sommets correspondant a` P ′.
Exemple 2 : Dans SL4, si P
′ est le parabolique correspondant aux droites, il y a deux composantes con-
nexes du diagramme de Dynkin de G prive´ de P ′. Ces deux composantes sont isomorphes au diagramme
de Dynkin de SL2.
Remarques 3 : (ı) Si N est un espace vectoriel muni d’une action de P , alors on peut de´finir un fibre´
vectoriel N sur G/P a` partir de N . Ce fibre´ est le produit contracte´ G ×P N . De la meˆme fac¸on, si X
est une varie´te´ affine sur laquelle P agit a` gaughe, on peut de´finir le produit contracte´ G×P X qui est le
quotient de G×X par P (voir par exemple [DG]). Si l’action de P sur X se prolonge en une action de
G, alors G×P X (et en particulier N dans le cas d’un fibre´) est trivial sur G/P .
(ıı) Soit w ∈ W . On note N ′ la partie unipotente de w(P ′) et R′ le quotient re´ductif correspondant.
La de´composition de Levi (voir [Bo] 11.22 et 14.17-19) nous permet de dire que w(P ′) est le produit
semi-direct de R′ et N ′. Cette situation est rigidifie´e par le choix du tore maximal w(T ) contenu dans
w(P ′) : la de´composition de g en sous espaces propes induit une section s de R′ dans w(P ′). On note
N = N ′ ∩ P et R = R′ ∩P (c’est l’image de P dans R′). Le groupe P ∩w(P ′) est produit semi-direct de
R et N . On a ainsi deux fibre´s vectoriels N ′ et N sur R′/R.
(ııı) Le groupe R′ est produit des groupes Gi donne´s par les composantes du diagramme de Dynkin de
G prive´ de P ′ et de facteurs isomorphes a` C∗ (il y en a rang(Pic(G/P ′))). De meˆme, R est produit de
paraboliques Pi des Gi et des meˆmes facteurs isomorphes a` C
∗. Les Pi sont donne´s par les sommets de
P regarde´s dans le diagramme de Dynkin de G prove´ de P ′.
Proposition 5 : Le morphisme naturel f de P ′wP/P vers R′/R est une tour de fibre´s affines dont les
fibre´s vectoriels direction correspondent a` la de´composition naturelle de N ′/N . Ils sont de´finis sur R′/R
et sont engendre´s par leurs sections.
De´monstration : On regarde ici la P ′-orbite P ′wP/P sous la forme w(P ′)/(w(P ′)∩P ). Soit 1 = N ′0 ⊂
N ′1 ⊂ · · · ⊂ N
′
n = N
′ la suite centrale ascendante de l’unipotent N ′. On note Z ′i = N
′
i/N
′
i−1 qui est le
centre de N ′/N ′i−1. C’est un espace vectoriel sur lequel R
′ agit line´airement. Posons P ′i = w(P
′)/N ′i , Pi
l’image de P dans P ′i et Zi = Pi ∩Z
′
i qui est un espace vectoriel sur lequel R agit line´airement. L’e´criture
de f comme tour de fibre´ affine est w(P ′)/(w(P ′)∩P ) = P ′0/P0 −→ P
′
1/P1 −→ · · · −→ P
′
i /Pi −→ · · · −→
P ′n/Pn = R
′/R. Les fle`ches sont des fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski et la fibre
de P ′i−1/Pi−1 −→ P
′
i/Pi au dessus du point 1 est Z
′
i/Zi. Il sagit de montrer que cette fibration est affine
de fibre´ vectoriel direction l’image re´ciproque (par la projection P ′i/Pi −→ R
′/R) du fibre´ vectoriel sur
R′/R de´duit de la repre´sentation Z ′i/Zi de R.
Notons A = P ′i−i, B = Pi−1 et U = Z
′
i. La fibration P
′
i−1/Pi−1 −→ P
′
i/Pi est donc A/B −→
(A/U)/(B/(U ∩B)) = A/BU . On va montrer le lemme suivant :
Lemme 2 : Soient A un groupe line´aire, B et U des sous groupes ferme´s de A. On suppose U unipotent
commutatif dans A, alors la projection A/B
p
−→ A/BU est un fibre´ affine dont le fibre´ direction sur
A/BU est de´duit de la repre´sentation (par automorphismes inte´rieurs) de BU sur U/(U ∩B).
De´monstration : On pose C = BU et on conside`re la varie´te´ A× (C/B) qui est munie d’une action de
C donne´e de la fac¸on suivante : (c, (a, x)) 7→ (ac−1, cx). On peut alors regarder le quotient A×C (C/B) qui
est muni d’une projection vers A/C. La fibration ainsi obtenue : A ×C (C/B) −→ A/C est exactement
la fibration p de l’e´nonce´. En effet, si on regarde l’action restreinte de B sur A × (C/B), le quotient
A×B (C/B) a une projection vers A/B qui est scinde´e (il suffit de prendre la section qui a` â la classe de
a ∈ A dans A/B associe la classe de (a, 1) dans A ×B (C/B), ou` on a note´ 1 la classe de l’identite´ dans
C/B). Mais alors cette section et les morphismes naturels A×B (C/B) −→ A ×C (C/B) −→ A/C nous
donnent la fle`che de A/B dans A/C qui a â associe a˜ pour tout a ∈ A. Ainsi, on a une fle`che qui respecte
les morphismes vers A/C de A/B dans A×C (C/B) et on peut construire sa re´ciproque : a` la classe de
(a, c) dans A×C (C/B) on associe âc.
Ainsi p est une fibration de groupe structural C agissant sur C/B = U/(B ∩ U). L’action de C est
l’action naturelle de C sur C/B. Mais si b ∈ B et u ∈ U alors la classe de bu ∈ C dans U/(B ∩ U) est
celle de bub−1 donc l’action de C sur U/(B ∩ U) est donne´e par (bu, u′) 7→ bub−1.bu′b−1. On voit ainsi
que cette action est affine : la partie bu′b−1 e´tant line´aire et on a la translation par bub−1. La fibration
p est donc affine et sa direction est donne´e par la partie line´aire de l’action c’est a` dire par l’action de
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C sur U/(B ∩ U) donne´e par (bu, u′) 7→ bu′b−1. C’est l’action restreinte de B ⊂ C sur U/(B ∩ U) par
automorphisme inte´rieur.
Il nous reste a` voir que tous les fibre´s vectoriels associe´s a` ces fibre´s affines sont de´finis sur R/R′
et qu’ils sont tous engendre´s par leurs sections. Il suffit de montrer que dans le cas de la fibration
P ′i−1/Pi−1 −→ P
′
i/Pi l’action de Pi sur Z
′
i/Zi est en fait donne´e par une action de Pi+1. Mais l’action est
donne´e par (p, z′) 7→ pz′p−1. Si on remplace p par pz avec z ∈ Zi+1 alors on a pzz′z−1p−1 = pz′p−1 car
N est abe´lien. Si on prend un e´le´ment p˜ de Pi+1, on peut de´finir son action sur Z
′
i/Zi par l’action de p.
On voit ainsi que tous les fibre´s direction sont de´finis sur la base R′/R. Enfin, comme l’action de R sur
Z ′i se prolonge a` R
′, les fibre´s associe´s a` la repre´sentation Z ′i/Zi de R sont quotient du fibre´ trivial associe´
a` la repre´sentation de R (qui se prolonge a` R′) dans Z ′i. Ils sont donc engendre´s par leurs sections.
Si N ′ est abe´lien, le morphisme P ′wP/P −→ R′/R est un fibre´ vectoriel. En effet, la tour se re´duit
a` un fibre´ affine et de plus la section de R′ dans P ′ nous de´finit une section de R′/R dans P ′wP/P qui
nous dit que ce fibre´ affine est vectoriel.
2.2 Etude de la codimension du bord de la P ′-orbite maximale
On appelle P ′-orbite maximale de G/P la P ′-orbite P ′wP/P qui est dense dans G/P . Cette orbite
est unique. On cherche a` quelle condition cette orbite maximale a un comple´mentaire de codimension
supe´rieure ou e´gale a` 2. On commence par donner une condition pour que P ′wP/P soit la P ′-orbite
maximale de G/P . On fixe un Borel B dans P ∩ P ′.
Lemme 3 : La P ′-orbite P ′wP/P est dense dans G/P si et seulement si p∩(−w(p′)) contient l’alge`bre de
Lie d’un Borel, c’est a` dire, si et seulement si w est dans l’orbite de w0 (l’e´le´ment de longueur maximale)
sous W (P )×W (P ′).
De´monstration : Il suffit de de´montrer que cette condition implique que l’orbite est maximale pour
l’inclusion car par unicite´ de cette orbite toutes les orbites ainsi obtenues seront isomorphes. Les P ′-orbites
sont de´crites par w(P ′)/(w(P ′)∩P ) pour w ∈ W . Cette P ′-orbite est isomorphe a` P ′/(P ′∩w−1(P )). Pour
maximiser cette orbite on cherche a` minimiser P ′ ∩ w−1(P ). Pour que cette intersection soit minimale
il faut et il suffit que w−1(p) contienne le moins de racines de p′ possible. C’est le cas si et seulement si
w(p′) contient toutes les racines qui ne sont pas dans p. Donc si p et −w(p′) contiennent le meˆme Borel
l’orbite est maximale pour l’inclusion et re´ciproquement.
Soit B un Borel de G et soit P un parabolique de G contenant B, on note Σ(p, b) les racines simples
de b correspondant aux sommets du diagramme de Dynkin qui de´finissent p. Par exemple Σ(b, b) est
l’ensemble des sommets du diagramme de Dynkin. On de´finit une involution i du diagramme de Dynkin
de la fac¸on suivante : soit B un Borel de G et b son alge`bre de Lie, soit w0 ∈W le seul e´le´ment du groupe
de Weyl qui envoie b sur −b (c’est l’e´le´ment de longueur maximale), soit α une racine simple de b (cette
racine correspond a` un sommet du diagramme de Dynkin), on de´finit i(α) comme e´tant la racine simple
de b e´gale a` −w0(α). Cette involution correspond a` l’involution classique du diagramme de Dynkin de
An, D2n et E6 et a` l’identite´ sur les autres diagrammes.
Proposition 6 : La P ′-orbite maximale P ′w0P/P a un comple´mentaire de codimension supe´rieure ou
e´gale a` 2 dans G/P si et seulement si dans le diagramme de Dynkin, Σ(p, b) et i(Σ(p′, b)) sont disjoints.
De´monstration : Il suffit de montrer que l’application naturelle p de Pic(G/P ) dans Pic(P ′w0P/P )
est injective. Or le noyau de cette application est donne´ par Pic(G/P )∩Pic(G/w0(P ′)) dans Pic(G/(P ∩
w0(P
′))) ⊂ h∗ (car le noyau de l’application Pic(G/(P ∩ w0(P ′))) −→ Pic(w0(P ′)/(P ∩ w0(P ′))) est
Pic(G/w0(P
′))).
Pour que p soit injective, il faut et il suffit que cette intersection soit nulle. Or Pic(G/P ) est l’orthogonal
dans h∗ de l’ensemble α(p) des racines α ∈ p telles que −α ∈ p. On voit que l’intersection Pic(G/P ) ∩
Pic(G/w0(P
′)) est nulle si et seulement si α(p) ∪ α(w0(p′)) engendre tout h. Si RS est l’ensemble des
racines simples de b, alors Σ(p, b) = RS \ (α(p)∩RS) et Σ(−w0(p′), b) = RS \ (α(w0(p′))∩RS). On voit
alors que α(p)∪α(w0(p′)) engendre tout h si et seulement si (α(p)∩RS)∪ (α(w0(p′))∩RS) = RS ce qui
est e´quivalent a` Σ(p, b) et Σ(−w0(p′), b) = i(Σ(p′, b)) sont disjoints.
Remarques 4 : (ı) Cette condition nous permet de construire pour tout parabolique P qui n’est pas un
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Borel un parabolique P ′ tel que la P ′-orbite P ′w0P/P soit maximale et que son comple´mentaire soit de
codimension au moins 2. En effet, soit P un parabolique qui n’est pas un Borel, alors il correspond dans
le diagramme de Dynkin a` un ensemble Σ de sommets qui ne contient pas tous les sommets, il suffit alors
de prendre pour P ′ un parabolique maximal dont le sommet s dans le diagramme de Dynkin n’est pas
dans i(Σ). Par contre cette proposition nous montre que ceci ne sera jamais possible avec les Borels. On
propose donc une autre me´thode pour re´soudre ce cas (voir proposition 7).
(ıı) Soit P un parabolique qui n’est pas un Borel et P ′ un parabolique tel que P et P ′ ve´rifient les
hypothe`ses de la proposition 6. Alors la varie´te´ R′/R obtenue a` la proposition 5 est donne´e par le produit
des varie´te´s homoge`nes (sous les groupes Gi definis par les composantes connexes du diagramme de
Dynkin de G prive´ de P ′) de paraboliques Pi de´finis par les points du diagramme de Dynkin de i(Σ(p)).
Autrement dit, si on conside`re sur le diagramme de Dynkin les sommets de P apre`s involution et ceux de
P ′ alors ces diagrammes sont disjoints et les Pi sont donne´s dans les composantes connexes du diagramme
de Dynkin de G prive´ de P ′ par les points du diagramme de i(Σ(p)) quand on a retire´ ceux de P ′. Par
exemple si on conside`re la varie´te´ des droites de P4 et que l’on prend pour P ′ un parabolique fixant une
droite alors R′/R est P2.
Proposition 7 : Soit B un Borel et P un parabolique contenant B dont le diagramme de Dynkin (par
rapport a` B) a trois sommets conse´cutifs et que celui du milieu n’est rattache´ qu’a` deux sommets dans
le diagramme de Dynkin de G (respectivement a deux sommets conse´cutifs dont l’un est au bord du
diagramme), soit P ′ le parabolique obtenu en enlevant le sommet du milieu (respectivement celui du
bord), alors G/P est un P1-bundle au dessus de G/P ′
De´monstration : Soient p et p′ les alge`bres de Lie de P et P ′, on voit que p est une sous alge`bre de p′
et que si α est la racine simple de B qui correspond au sommet que l’on a retire´ alors p′ est l’alge`bre de
Lie engendre´e par p et −α. Mais comme le sommet correpondant a` α forme une composante connexe du
diagramme de Dynkin de G prive´ de P ′, alors on voit que α est orthogonale a` toutes les racines simples
ne´gatives de p ce qui impose p′ = p⊕ gα.
Remarque 5 : Soient P et P ′ comme dans la proposition pre´ce´dente, si C est une courbe trace´e sur G/P
dont la classe est x ∈ A1(G/P ), alors son degre´ par rapport a` la fibration est donne´ par (x, α) ou` α est
la racine simple (et donc le caracte`re) qui correspond au sommet que l’on a retire´. En d’autres termes,
avec les notations de la proposition pre´ce´dente, si α est le sommet (la racine) que l’on a retire´, alors le
fibre´ tangent relatif TG/P/G/P ′ est de premie`re classe de Chern α (voir par exemple [D]).
Si P est un Borel, on peut appliquer cette proposition a` tous les sommets du diagramme de Dynkin.
Si de plus C est une courbe trace´e dans G/B dont la classe x ∈ A1(G/B) est dans le coˆne positif, alors il
existe au moins un sommet du diagramme pour lequel le degre´ de C sera positif. En effet, x est dans le
coˆne positif si et seulement si pour toute racine simple α on a (x, αˇ) ≥ 0 (ou` αˇ est la coracine de α). Mais
les coracines forment le coˆne ample et sont donc combinaisons line´aires a` coefficients positifs des racines
simples. Si pour toute racine simple α on a (x, α) < 0 alors x ne peut pas eˆtre dans le coˆne positif. Ceci
nous permettra donc d’appliquer la proposition 4. De meˆme, si x est dans le coˆne strictement positif, il
existe un sommet du diagramme de Dynkin tel que (x, α) > 0.
Application : de´monstration de l’irre´ductibilite´ du sche´ma de Hilbert : On raisonne par
re´currence sur la longueur du diagramme de Dynkin (nombre de sommets). Le cas de SL2 est e´vident.
Soit P un parabolique de G et soit α ∈ A1(G/P ) dans le coˆne positif. Si P est un Borel, on a vu a` la
remarque 6 qu’il existe un sommet du diagramme de Dynkin correspondant a` la racine simple α′ tel que
(α, α′) ≥ 0. Dans ce cas G/B est une fibration en droites projectives au dessus de G/P ′ tel que le degre´
de α par rapport a` cette fibration est positif. La proposition 4 nous permet donc de nous ramener au cas
ou` P n’est pas un Borel.
La remarque 5 nous permet alors de construire un parabolique P ′ tel que la P ′-orbite P ′w0P/P est
maximale et que son comple´mentaire est de codimension au moins 2. La proposition 2 nous permet de
nous ramener au proble`me d’irre´ductibilite´ du sche´ma des morphismes pour cette orbite.
Enfin, la proposition 5 nous dit que P ′w0P/P est une tour de fibre´s affines associe´s a` des fibre´s
vectoriels engendre´s par leurs sections au dessus d’un produit de varie´te´s homoge`nes sous des groupes
dont le diagramme de Dynkin est de longueur strictement infe´rieure a` celle du diagramme de Dynkin de
G. On conclue par hypothe`se de re´currence en utilisant la proposition 3.
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Remarque 6 : On sait de la meˆme fac¸on que tous les sche´mas Homα(P
1, U) ou` U est une P ′-orbite de
G/P sont irre´ductibles.
2.3 Existence de courbes lisses
On va dans ce paragraphe montrer l’existence de courbes lisses sur les varie´te´s homoge`nes. On se
restreindra au cas ou la classe de la courbe est dans le coˆne strictement positif et on verra (remarque 8)
comment se ramener a` ce cas si la courbe est dans le coˆne positif. On appelle courbe nodale une courbe
irre´ductible et ge´ne´riquement re´duite qui est lisse ou qui a pour seules singularite´s des points doubles
ordinaires. Si F est un fibre´ vectoriel sur un sche´ma X , on dit que F se´pare les points si pour tout
couple de points (P,Q) de X , on a h0(F ⊗ IP ) > h0(F ⊗ IP∪Q). Si X est une varie´te´ et α ∈ A1(X), on
note H0,α(X) le sche´ma de Hilbert des courbes rationnelles nodales de classe α. On dit que X ve´rifie la
condition (∗) si la varie´te´ d’incidence {(x,C) ∈ X × H0,α/x ∈ Sing(C)} est irre´ductible.
Lemme 4 : Soit X une varie´te´ munie d’un fibre´ affine F , de fibre´ vectoriel direction F et de´fini par
η ∈ H1(X,F ). Soit C une courbe rationnelle irre´ductible et ge´ne´riquement re´duite sur X et f : P1 −→ C
une de´singularisation de C. On note η la restriction de η a` H1(C,F |C). Si on suppose que F est engendre´
par ses sections, alors il existe un rele`vement de f dans Aff(F|C) le fibre´ affine associe´ a` F au dessus de
C. Si on suppose de plus que C est nodale et que l’une des conditions suivante est ve´rifie´e :
(ı) η 6= 0 et X ve´rifie (∗)
(ıı) f∗F |C se´pare les points
alors il existe un rele`vement lisse de f dans Aff(F)|C .
De´monstration : Comme F est engendre´ par ses sections, H1f∗F |C est nul donc f∗F|C est le fibre´
vectoriel f∗F |C qui est engendre´ par ses sections. Une telle section nous donne un rele`vement de f dans
Aff(F|C). Si C est lisse, alors un rele`vement quelconque de C est lisse.
Si η 6= 0, le fibre´ affine n’est pas vectoriel et n’a donc pas de section. Prenons un rele`vement f ′ de
f donne´ par une section de f∗F |C . Ce rele`vement est ne´cessairement non bijectif sur C (sinon ce serait
une section de F|C). C’est donc une de´singularisation partielle de C. Ainsi, il existe un rele`vement f
′
de f qui de´singularise au moins un point de C. Mais par monodromie (le groupe de monodromie agit
transitivement sur les points singulier grace a` la condition (∗), cf. [ACGH] ou [Har]) on sait que pour
chaque point double il existe une section de f∗F |C qui de´singularise ce point. En prenant une section
ge´ne´rale on obtient une de´singularisation en tout point.
Supposons que f∗F |C se´pare les points. On sait que H1f∗F |C est nul c’est a` dire f∗F|C est le fibre´
vectoriel f∗F |C . Soit P un point double de C et x et y ses ante´ce´dents par f . Il existe une section de
f∗F |C qui se´pare x et y. Mais alors cette section nous donne un rele`vement f ′ de f qui de´singularise P .
Ainsi, il existe un rele`vement de´singularisant chaque point double et une section ge´ne´rale de f∗F |C nous
donne un rele`vement lisse.
Si η = 0 et qu’on ne suppose plus que f∗F |C se´pare les points alors il n’existe pas ne´cessairement de
rele`vement lisse de f . C’est le cas si F est trivial sur une courbe nodale.
Remarques 7 : (ı) Avec les notations du lemme, supposons que C est contenue dans une varie´te´ homoge`ne
X et que sa classe dans A1(X) est dans le coˆne strictement positif. Supposons de plus que c1(F ) est non
nul dans le coˆne ample de Pic(X) alors il existe un rele`vement lisse de f dans Aff(F). En effet, il suffit de
ve´rifier que l’une des condition du lemme est ve´rifie´e. Il suffit donc de ve´rifier que f∗F se´pare les points.
Mais le degre´ de f∗F sur P1 est strictement positif donc f∗F se´pare les points.
(ıı) On aura dans la suite besoin de savoir que P2 ve´rifie la condition (∗). Ceci est fait dans [ACGH].
Lemme 5 : Soient C une courbe rationnelle irre´ductible et ge´ne´riquement re´duite et PC(E)
ϕ
−→ C
une fibration en droites projectives au dessus de C d’espace tangent relatif T . Soit f : P1 −→ C une
de´singularisation de C. Supposons que f∗E = OP1 ⊕ OP1(x) avec x ≥ 0. Soit d ≥ 0 un entier tel que
d ≡ x [2] et d ≥ x, alors il existe un rele`vement f ′ de f tel que f ′∗[P
1] ∩ T = d. Supposons de plus que C
est nodale et d > 0, alors on peut choisir f ′ d’image lisse.
De´monstration : Les rele`vements de degre´ relatif d de f sont donne´s par les quotients isomorphes a`
OP1(
x+d
2 ) de f
∗E.Un tel quotient existe si et seulement si d ≡ x [2] et x+d2 ≥ x c’est a` dire d ≥ x ce qui
est le cas. En effet, si les conditions sont ve´rifie´es, il existe un tel quotient. Si d < x alors pour avoir un
tel quotient il faut que x+d2 = 0 c’est a` dire d = x = 0. C’est absurde.
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Dans le cas ou` C est nodale , il suffit de ve´rifier que l’on peut se´parer les points. La donne´e d’un
quotient de f∗E isomorphe a` OP1(
x+d
2 ) e´tant e´quivalente a` la donne´e d’une section partout non nulle de
f∗E(d−x2 ), on est ramene´ a` montrer que pour tout couple de points (x, y) de P
1 il existe une telle section
s telle que s(x) et s(y) sont line´airement inde´pendants. Mais f∗E(d−x2 ) = OP1(
x+d
2 ) ⊕ OP1(
d−x
2 ) donc
ceci est possible de`s que d−x2 ≥ 0 et
x+d
2 > 0, ce qui est ve´rifie´ sous nous hypothe`ses.
Si on ne suppose plus d > 0, il n’existe pas ne´cessairement de rele`vement lisse de f . En effet, si E est
trivial et C nodale alors PC(E) = C ×P1 n’a pas de rele`vement lisse de C.
La condition d ≡ x [2] ne de´pend que de la classe α du rele`vement f ′ et de c1(E). En effet, on a
d = α ∩ T et x = (ϕ∗α) ∩ c1(E). La condition d ≥ x est e´quivalente a` h1f∗E(
d−x
2 − 1) = 0. C’est donc
une condition ouverte.
De´monstration de l’existence de courbes lisses : On proce`dera de la fac¸on suivante : on com-
mence par supposer que pour α positive dans A1(G/P ), le sche´ma Homα(P
1, G/P ) est non vide. On
rame`ne le cas d’un Borel a` celui d’un parabolique qui n’est pas un Borel. On montre ensuite le re´sultat
par re´currence sur la longueur du diagramme de Dynkin. On initialise la re´currence en montrant les cas
des groupes dont le diagramme est de longueur au plus 3. On montrera le cas de G2 par une me´thode
diffe´rente. Enfin on montre que Homα(P
1, G/P ) est non vide si α est positive.
On suppose connu les re´sultats suivants : il existe des courbes rationnelles lisses sur Pn de`s que n ≥ 3,
sur P1 ×Pn de`s que n ≥ 2 (lemme 5) et sur P1 ×P1 ×P1 (lemme 5). Sur P2 et P1 ×P1 il existe des
courbes nodales. Soit α dans le coˆne strictement positif de A1(G/P ).
LE CAS DES BORELS : Si P = B est un Borel, la remarque 5 nous permet de trouver un parabolique
P ′ tel que G/B −→ G/P ′ est une fibration en droites projectives de fibre´ tangent relatif T ve´rifiant
α ∩ T > 0. Comme on a suppose´ Homα(P1, G/B) non vide, il existe une courbe de G/P ′ telle que la
fibration ve´rifie les conditions du lemme 5. Comme ces conditions sont ouvertes, la courbe ge´ne´rale ve´rifie
ces conditions. On est donc ramene´ a` prouver l’exitence de courbes lisses (et meˆme seulement a` points
doubles ordinaires) sur G/P ′. Ceci nous permet notamment de dire que sur SL3/B il existe des courbes
lisses dont la classe est quelconque dans le coˆne strictement positif.
LE CAS GE´NE´RAL : On proce`de par re´currence sur la longueur du diagramme de Dynkin. On
choisit un parabolique P ′ tel que la P ′-orbite P ′w0P/P est maximale. La proposition 5 et le lemme 4
nous permettent de construire des courbes lisses sur les ouverts P ′w0P/P : de`s qu’il y a des courbes lisses
sur R′/R, il y en a sur la P ′-orbite (on prend une section du fibre´ affine). Par hypothe`se de re´currence,
les seuls cas qui posent proble`me sont donc ceux ou` R′/R est P1, P2 ou P1 × P1. Dans ce cas le rang
du groupe de Picard est au plus 2 et P est donne´ par au plus deux points dans le diagramme de Dynkin.
On choisit pour P ′ le parabolique maximal qui correspond a` un point extreˆme du diagramme de Dynkin.
Ainsi dans le cas de SLn on se rame`ne a` SLn−1 ; dans le cas de Sp2n on se rame`ne a` SLn ou Sp2n−2 ;
dans le cas de SO2n+1 on se rame`ne a` SLn ou SO2n−1 ; dans le cas de SO2n on se rame`ne a` SLn ou
SO2n−2 ; dans le cas de F4 on se rame`ne a` Sp6 ou SO7 ; dans le cas de E6 on se rame`ne a` SL6 ou SO10 ;
dans le cas de E7 on se rame`ne a` SL7, SO12 ou E6 et dans le cas de E8 on se rame`ne a` SL8, SO14 ou
E7.
Ce choix de P ′ n’est pas toujours possible pour SLn+1, Sp2n, SO2n+1 et F4 qui n’ont que deux points
extreˆmes. Ceci ne se produit que si P est donne´ par les deux points extreˆmes. Dans ce cas, on choisit
l’avant dernier point du diagramme. La varie´te´ R′/R est alors Pn−2×P1 pour les trois premiers groupes
et P2 ×P1 pour F4. Il existe donc des courbes lisses sur R
′/R de`s que n ≥ 4.
Pour initialiser la re´currence, il nous faut donc montrer les cas de SL4, Sp4 = SO5, Sp6 et SO7.
On se rame`ne, dans le cas de SL4, pour les incidences point/droite et droite/plan, a` SL3/B sur
laquelle il y a des courbes lisses. Il existe une P ′-orbite de l’incidence point/plan qui est un fibre´ vectoriel
de degre´ (1, 1) au dessus de P1 × P1. Le lemme 4 (et la remarque 7) nous permet de construire des
courbes lisses sur cette P ′-orbite. De meˆme il existe une P ′-orbite de la Grassmannienne des droites qui
est un fibre´ vectoriel de degre´ 1 au dessus de P2. Le lemme 4 nous permet de conclure.
Pour Sp4, les varie´te´s homoge`nes associe´es a` des paraboliques maximaux sont P
3 et Q3 la quadrique
de P4. On va traiter le cas de Q3 en fin de de´monstration et sur P
3 il y a des courbes lisses. Sur Sp4/B
on sait tracer des courbes lisses en se ramenant soit a` P3 soit a` Q3.
Pour Sp6 : si le groupe de Picard est de rang 1, soit le point de P est le dernier du diagramme alors
en prenant le premier point on a un morphisme vers Q3 qui a des courbes lisses, soit ce n’est pas le cas
et en choisissant le dernier point on arrive dans P2 avec un fibre´ vectoriel de degre´ 2 ou 3. On conclue
grace au lemme 3 (et a` la remarque 7). Si le groupe de Picard est de rang 2, on a deux cas selon que les
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points sont aux deux extre´mite´s ou non. Dans le premier cas on arrive, en prenant le point du milieu,
dans P1 ×P1 avec un fibre´ vectoriel de degre´ (1, 1) on conclue grace au lemme 3 (et a` la remarque 7),
dans le second on prend un des deux points extreˆmes et on arrive dans SL3/B ou Sp4/B.
Pour SO7 : si le groupe de Picard est de rang 1, soit le point de P est le dernier du diagramme alors
en prenant le premier point on a un morphisme vers P3, soit ce n’est pas le cas et en choisissant le dernier
point on arrive dans P2 avec un fibre´ vectoriel de degre´ 1 ou 2. On conclue grace au lemme 3 (et a` la
remarque 7). Si le groupe de Picard est de rang 2, on a deux cas selon que les points sont aux deux
extre´mite´s ou non. Dans le premier cas on arrive en prenant le point du milieu dans P1 × P1 avec un
fibre´ vectoriel de degre´ (1, 2) on conclue grace au lemme 3 (et a` la remarque 7), dans le second on prend
un des deux points extreˆmes et on arrive dans SL3/B ou Sp4/B.
LE CAS DE G2 : Le cas de G2 pose un proble`me et on ne peut montrer l’existence de courbes lisses
par cette me´thode. On va utiliser une seconde me´thode. L’une des varie´te´s homoge`nes de G2 est Q5 la
quadrique de P6 pour laquelle le proble`me est de´ja` re´solu il faut donc le ve´rifier pour l’autre varie´te´
homoge`ne associe´e a` un parabolique maximal et l’incidence qui est un P1-bundle au dessus de chacune
des deux.
On a la situation suivante : soient P1 et P2 les paraboliques maximaux de G2 et B un Borel les
contenant. On a alors l’incidence donne´e par les fle`ches f : G2/B −→ G2/P1 et g : G2/B −→ G2/P2. On
sait de plus que f est une fibration en P1. On conside`re G2/P2 plonge´ dans son plongement minimal qui
est alors une quadrique de dimension 5 (dont on sait qu’elle a des courbes lisses). On regarde une section
hyperplane ge´ne´rale H (sur laquelle il y a aussi des courbes lisses). On obtient ainsi des morphismes f ′
et g′ par restriction. Les conditions suivantes sont re´alise´es :
-Le morphisme f ′ est birationnel de g−1((G2/P2) ∩ H) vers G2/P1 et c’est un isomorphisme en dehors
d’un ferme´ E de codimension au moins 1 de g−1((G2/P2)∩H). Donc f ′(E) est de codimension au moins
2.
- Le morphisme g permet de re´aliser g−1((G2/P2) ∩ H) − E comme un fibre´ vectoriel engendre´ par ses
sections au dessus de (G2/P2)∩H −Z ou` Z est un ferme´ de codimension au moins 2 contenu dans g(E).
Ainsi, comme il existe des courbes lisses sur (G2/P2)∩H et que g′ est un fibre´ vectoriel engendre´ par
ses sections, il existe des courbes lisses sur g−1((G2/P2)∩H)−E et par f ′ des courbes lisses sur G2/P1.
LE CAS DE Q3 : Il nous reste a` montrer qu’il existe des courbes rationnelles lisses de tous les degre´s sur
Q3. On conside`re cette varie´te´ comme les droites isotropes pour une forme symplectique dans un espace
de dimension 4 (c’est a` dire comme une varie´te´ homoge`ne sous Sp4). La varie´te´ d’incidence avec P
3 est
donne´ par le fibre´ projectif associe´ au faisceau de nulle corellation E de´fini par la forme symplectique :
0 −→ OP3(−1) −→ Ω
1(1) −→ E −→ 0. On fixe un point P0 de P3. Soit H0 l’orthogonal de ce point et L0
la droite de Q3 forme´e par les droites isotropes de H0. La restriction de E a` H0 est donne´e par l’extension
non triviale 0 −→ OH0 −→ E −→ IP0 −→ 0. Au dessus de H0 − P0 le fibre´ E est une extension non
triviale de OH0−P0 par lui meˆme qui a une unique section s donne´e par P 7→ (P, (PP0)). Soit Z l’image
de cette section.
On s’inte´resse maintenant a` Q3 − L0 et la varie´te´ d’incidence X (qui est au dessus de P
3 − P0). On
a une section de Q3 − L0 vers X donne´e par L 7→ (L ∩ H0, L). Soit Y l’image de cette section, si on
reprojette Y vers P3, son image est H0 − P0. Plus pre´cise´ment Y est le fibre´ PH0−P0(E) prive´ de la
section Z. Y est donc un fibre´ affine non vectoriel au dessus de H0 − P0, de fibre´ vectoriel direction
OH0−p0 , donne´ par η ∈ H
1OH0−p0 . On cherche a` tracer des courbes lisses grace au lemme 4. Soit C une
courbe rationnelle nodale de degre´ d sur H0 − P0, on cherche a` la relever en une courbe lisse dans Y qui
est isomorphe a` Q3 − L0. Le lemme 4 nous dit (qu’il faut et) qu’il suffit que l’image η de η dans H1OC
soit non nulle (ou que C soit lisse). Ceci est vrai de`s que d ≥ 3 (si d ≤ 2 la courbe C est lisse).
EXISTENCE DE COURBES RATIONNELLES PARAME´TRE´ES : Pour terminer la de´monstration
du the´ore`me 1, il nous reste a` prouver la non vacuite´ de Homα(P
1, G/P ) pour α dans le coˆne positif. Si
P n’est pas un Borel, en prenant tous les points du diagramme distincts de ceux de P apre`s involution,
on construit une P ′-orbite maximale qui est une tour de fibre´s affines au dessus de R′/R dont les fibre´s
vectoriels direction sont engendre´s par leurs sections. De plus le choix de P ′ nous permet de dire que
R′/R est un produit de varie´te´s de la forme G′/B′ ou` B′ est un Borel de G′. Le lemme 4 nous permet de
nous ramener au cas des Borels.
Il reste donc a` traiter ce cas. Pour cela on proce`de une fois encore par re´currence sur la longueur du
diagramme de Dynkin. On utilise la construction suivante en supposant que la longueur du diagramme
est au moins 3. Soit B un Borel de G, soit α ∈ A1(G/B) dans le coˆne positif, soient x et y deux points du
diagramme de Dynkin qui ne sont pas sur la meˆme areˆte, et notons Px (resp. Py) et Px,y les paraboliques
donne´s par tous les points du diagramme sauf x (resp. sauf y) et par tous les points du diagramme sauf
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x et y. On a alors le diagramme suivant :
G/B
p′
−→ G/Pxyq′ yq
G/Py
p
−→ G/Px,y
Toutes les fle`ches de ce diagramme sont des fibrations en droites projectives et si p et q sont donne´s par
les fibre´s E et F de rang 2, alors p′ et q′ sont donne´s par les fibre´s q∗E et p∗F .
Sur G/Px (resp. G/Py), on sait tracer des courbes de classe p
′
∗α (resp. q
′
∗α). En effet, la remarque
pre´liminaire permet de se ramener au cas des Borels d’un groupe dont le diagramme de Dynkin est de
longueur strictement infe´rieure a` celle de G et on conclue par hypothe`se de re´currence. Ceci nous permet
d’affirmer que dans G/Px,y il existe des courbes ve´rifiant la condition du lemme 5 pour le fibre´ F . Ces
courbes forment un ouvert U non vide de Homp∗p′∗α(P
1, G/Px,y).
De la meˆme fac¸on on voit queHomq′
∗
α(P
1, G/Py) est non vide. Son image dansHomq∗q′∗α(P
1, G/Px,y)
(q∗q
′
∗α = p∗p
′
∗α) est un ouvert (proposition 4) non vide. Elle rencontre donc l’ouvert U pre´ce´dent. Ainsi, il
existe dans Homp∗α(P
1, G/Py) un e´le´ment f : P
1 −→ G/Py tel que f∗p∗F = OP1 ⊕OP1(x) avec x ≥ 0,
x ≡ d [2] et x ≤ d ou` d = p′∗α∩ Tq est le degre´ de p
′
∗α par rapport a` la fibration q (Tq est le fibre´ tangent
relatif de q). Mais le degre´ de α par rapport a` la fibration q′ est α∩ Tq′ = α∩ p′
∗
Tq = p
′∗(p′∗α ∩ Tq) = d.
Ainsi f ve´rifie les conditions du lemme 5 pour p∗F et ceci nous permet de construire un rele`vement dans
G/B.
On s’est ainsi ramene´ aux cas des groupes dont le diagramme est de longueur au plus 2. Pour SL2
et SO4 = SL2 × SL2 c’est e´vident. Il nous reste donc a` montrer le cas varie´te´s de drapeaux complets
des groupes SL3, SO5 = Sp4 et G2. On proce`de pour les trois de la meˆme fac¸on et on note G l’un de
ces trois groupes. Soit X la varie´te´s homoge`ne qui correspond aux droites (pour le second groupe on le
conside`re comme Sp4) et Y l’autre varie´te´ homoge`ne (qui correspond aux points). Soit B un Borel de G,
soit ϕ la fibration en droites projectives G/B −→ X et de fibre´ tangent relatif Tϕ et soit α ∈ A1(G/B)
de degre´s d1 et d2 par rapport a` Y et X , alors α ∩ Tϕ = 2d1 − d2. Soit f : P1 −→ X un morphisme de
degre´ d2. Soit E la restriction du fibre´ tautologique de la Grassmannienne G(2,m) (m = 3, 4, 7 selon les
cas) a` X , c’est un fibre´ vectoriel associe´ a` la fibration ϕ. On a ne´cessairement f∗E = OP1(a) ⊕ OP1(b)
avec 0 ≤ a ≤ b et a+ b = d2. Ainsi f ve´rifie les hypothe`ses du lemme 5 de`s que 2d1 − d2 ≥ d2 ≥ b− a ie
d1 ≥ d2 ce qui dans ce cas nous permet de relever f dans G/B.
Il nous reste donc a` tracer des courbes sur G/B pour d2 ≥ d1. Pour ceci on trace une courbe de
bidegre´ (d1, d
′
2) dans G/B avec d1 ≥ d
′
2. Ceci nous permet de dire qu’il existe un faisceau F associe´ a` la
fibration de G/B au dessus de Y tel que si f : P1 −→ Y est le morphisme induit, alors f∗F ve´rifie les
hypothe`se du lemme 5 (le degre´ relatif d est alors 2d′2 − d1 pour SL3, 2d
′
2 − 2d1 pour Sp4 et 2d
′
2 − 3d1
pour G2). On sait ainsi que f
∗F = OP1 ⊕ OP1(x) avec x ≥ 0, d ≡ x [2] et d ≥ x. Mais alors si on veut
une courbe de bidegre´ (d1, d2) avec d2 ≥ d
′
2 quelconque, il suffit de relever f dans G/B ce qui est possible
car le degre´ relatif est alors plus grand que d (et donc plus grand que x) et que la parite´ ne change pas.
Remarque 8 : Soit C un courbe dont la classe dans A1(G/P ) est dans le coˆne positif mais pas dans
le coˆne strictement positif. On distingue deux types de points parmis les points de´finissant P dans le
diagramme de Dynkin, ceux pour lesquels le degre´ de C est strictement positif et ceux pour lesquels le
degre´ de C est nul. On note P ′ le parabolique obtenu en prenant les points du deuxie`me type. On voit
que P ⊂ P ′ et on a ainsi un morphisme G/P −→ G/P ′. La courbe C est trace´e dans une fibre de ce
morphisme. Si on regarde les sommets du diagramme de Dynkin de P dans les composantes connexes du
diagramme de Dynkin de G prive´ de P ′, le produit de varie´te´s homoge`nes ainsi de´fini est isomorphe a` la
fibre. Pour savoir si il existe des courbes lisses, on est ainsi ramene´ aux coˆnes strictements positifs de ce
produit de varie´te´s homoge`nes.
UNE DE´SINGULARISATION DES VARIE´TE´S DE SCHUBERT
On va proposer dans cette partie une application des P ′-orbites de´finies dans la partie pre´ce´dente.
En s’inspirant en grande partie de la de´singularisation des varie´te´s de Schubert donne´e par M. Demazure
[D], on construit une de´singularisation plus fine des varie´te´s de Schubert.
Soit B un Borel et w ∈ W , dans son article [D], M. Demazure construit une suite de paraboliques
Qi minimaux (associe´s a` un unique sommet du diagramme) tels que wQi ⊂ BwB (ce qui revient a` dire
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qi ⊂ b+b′), Q1 contient B, Qi∩Qi+1 contient un Borel, la suite des Qi∩B est de´croissante et
∑
qi = b+b
′
(on a note´ B′ = w−1Bw). La de´singularisation est alors donne´e par le quotient par B de la varie´te´
X ′ = Y ′/G′′ ou` Y ′ =
∏
iQi et G
′′ =
∏
i(Qi ∩Qi+1). Le produit dans G donne un morphisme de Y
′ dans
BwB qui est invariant sous G′′ et par passage au quotient sous B on a le morphisme D : X ′ −→ BwB/B.
Lorsque Y ′ est le produit d’un ou deux groupes, le morphisme de X ′ dans G est bijectif sur son image.
Lorsque Y ′ a plus de facteurs, le morphisme de X ′ dans BwB est seulement birationnel. Plus Y ′ a de
facteurs, plus le morphisme est succeptible d’avoir des contractions. Ce que l’on va faire ici est re´duire,
de fac¸on canonique, le nombre de facteurs de Y ′. On va ainsi regrouper les paraboliques Qi pour les
remplacer par des paraboliques plus grand. On cherche donc des paraboliques Pi les plus grand possible
tels que wPi ⊂ BwB, P1 contient B, Pi ∩ Pi+1 contient un Borel, la suite des Pi ∩B est de´croissante et∑
pi = b+ b
′.
Cette consruction nous permettra de donner un crite`re pour qu’une varie´te´ de Schubert soit une P ′′-
orbite pour un parabolique P ′′ de G. On donnera ainsi une condition suffisante (non ne´cessaire) de lissite´
des varie´te´ de Schubert.
On utilise l’abus de notation suivant : si α est une racine et p l’alge`bre de Lie d’un parabolique, on
dit que α ∈ p si α est une valeur propre pour l’action du tore h sur p ou encore si gα apparait dans la
de´composition de p. En d’autres termes, on identifie l’alge`bre de Lie p et la partie parabolique de P qui
est l’ensemble des racines de P .
1 Construction des paraboliques
On commence par montrer (lemme 1) qu’il existe un parabolique P1 contenu dans w
−1BwB, contenant
B et qui est maximal pour cette proprie´te´. Ceci nous permet de construire par re´currence une suite de
paraboliques plus gros que ceux de M. Demazure qui donnent la de´singularisation annonce´e.
Lemme 1 : Soient b et b′ deux Borels de g contenant le tore h. Il existe un unique parabolique p1 et un
unique parabolique p′1 qui sont maximaux pour les proprie´te´s suivantes : b ⊂ p1 ⊂ b+b
′ et b′ ⊂ p′1 ⊂ b+b
′.
De´monstration : Il suffit de montrer l’existence et l’unicite´ de p1, par syme´trie celle de p
′
1 en de´coulera.
On prend alors pour p1 le parabolique contenant b de´fini par les oppose´es des racines simples de b qui
sont dant −b′. Ve´rifions que ce parabolique est contenu dans b + b′. Soit α ∈ p. Si α ∈ b, on a termine´.
Sinon, α s’e´crit
∑
(−αi) ou` αi est une racine simple de b telle que −αi ∈ b
′. Mais alors
∑
(−αi) ∈ b
′
donc α ∈ b′.
Soit maintenant p2 un parabolique ve´rifiant ces conditions. Soit α une racine simple de b telle que
a ∈ p2. Alors, −α ∈ b′ et donc −α ∈ p1. Ainsi p2 ⊂ p1.
Ce lemme permet de construire une suite de paraboliques qui serviront a` la de´singularisation. Soient
B et B′ deux Borels. On note P1 et P
′
1 les paraboliques construits a` partir de B et B
′ et du lemme 1.
On construit ainsi par re´currence deux suites de Borels Bn et B
′
n (B1 = B et B
′
1 = B
′) et deux suites de
paraboliques Pn et P
′
n tels que Bn est contenu dans Pn−1 et Pn et de meˆme B
′
n est contenu dans P
′
n−1
et P ′n. En effet, supposons Bn, B
′
n, Pn et P
′
n construits, alors on construit Bn+1 (et par syme´trie B
′
n+1)
de la fac¸on suivante : on de´crit les α ∈ pn qui sont dans bn+1 : si α ∈ pn est telle que −α 6∈ pn alors
α ∈ bn+1. Si α ∈ pn∩p′n et −α ∈ pn mais −α 6∈ p
′
n alors α ∈ bn+1. Si α ∈ pn mais α 6∈ p
′
n et −α ∈ pn∩p
′
n
alors α 6∈ bn+1. Enfin, si α ∈ pn ∩ p′n et −α ∈ pn ∩ p
′
n alors α ∈ bn+1 ⇔ α ∈ bn. Une fois les Borels Bn+1
et B′n+1 de´finis, on de´finit Pn+1 et P
′
n+1 comme e´tant les paraboliques obtenus a` partir de Bn+1 et B
′
n+1
et du lemme 1.
Pour le lemme suivant, on a besoin du :
Fait 1 : Soit p un parabolique et soient α ∈ p et α′ 6∈ p deux racines, on a l’implication :
α+ α′ ∈ p⇒ −α 6∈ p
De´monstration : On va en fait montrer que la premie`re condition implique la condition suivante (qui
est e´quivalente a` celle que l’on cherche) : α appartient a` tous les Borels de p.
Soit b un Borel de p, α′ s’e´crit
∑
(−α′j) ou` α
′
j est une racine simple de b. Comme α
′ 6∈ p, il existe au
moins un j pour lequel −α′j 6∈ p. Supposons que α 6∈ b, alors α s’e´crit
∑
(−αi) ou` αi est une racine simple
de b. Comme α ∈ p, on a pour tout i : −αi ∈ p. Mais alors α+α′ ∈ p impose que α+α′ s’e´crive
∑
(−α′′k),
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ou` pour tout k la racine α′′k est simple dans b et telle que −α
′′
k ∈ p. Mais alors les α
′
j sont contenus dans
les α′′k ce qui impose que pour tout j on ait −α
′
j ∈ p ce qui est une contradiction.
Lemme 2 : Les parties bn+1 et b
′
n+1 sont les alge`bres de Lie de Borels et on a pour tout n : bn+1+b
′
n+1 ⊂
bn + b
′
n et bn ∩ b
′
1 ⊂ bn+1 ∩ b
′
1 ⊂ b
′
n+1 ∩ b
′
1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1.
De´monstration : On commence par montrer que les parties bn+1 et b
′
n+1 sont les alge`bres de Lie de
Borels. Il suffit par syme´trie de le faire pour bn+1. On doit donc montrer que bn+1 est stable, que pour
tout α ∈ g, l’une des deux racines α ou −α est dans bn+1 et que l’on a jamais les deux en meˆme temps.
On commence par la stabilite´. Soit α et α′ des racines de bn+1.
• Si −α et −α′ ne sont pas dans pn+1, alors c’est aussi le cas de −(α+ α′) et donc α+ α′ ∈ bn+1.
• Si −α n’est pas dans pn et que l’on a α′ ∈ pn ∩ p′n et −α
′ ∈ pn mais −α′ 6∈ p′n, alors si −(α+ α
′) ∈ pn,
on a (Fait 1) α′ 6∈ pn ce qui est absurde. Donc −(α+ α′) 6∈ pn et donc α+ α′ ∈ bn+1.
• Si −α n’est pas dans pn et que l’on a α′ ∈ pn ∩ p′n et −α
′ ∈ pn ∩ p′n, alors de la meˆme fac¸on on doit
avoir −(α+ α′) 6∈ pn et donc α+ α′ ∈ bn+1.
• Si {α, α′} ⊂ pn ∩ p′n et {−α,−α
′} ⊂ pn mais −α 6∈ p′n, −α
′ 6∈ p′ alors α+ α′ ∈ pn ∩ p′n, −(α+ α
′) ∈ pn
et −(α+ α′) 6∈ p′n donc α+ α
′ ∈ bn+1.
• Si α ∈ pn∩p
′
n et −α ∈ pn mais −α 6∈ p
′
n et que l’on a α
′ ∈ pn∩p
′
n et −α
′ ∈ pn∩p
′
n, alors α+α
′ ∈ pn∩p
′
n
et −(α+α′) ∈ pn. Si de plus −(α+α′) ∈ p′n, on a (Fait 1) α
′ 6∈ p′n ce qui est absurde donc −(α+α
′) 6∈ p′n
et donc α+ α′ ∈ bn+1.
• Enfin, si {α, α′} ⊂ pn∩p′n, {−α,−α
′} ⊂ pn∩p′n et {α, α
′} ⊂ bn, alors α+α′ ∈ pn∩p′n, −(α+α
′) ∈ pn∩p′n
et α+ α′ ∈ bn donc α+ α′ ∈ bn+1.
Soit maintenant α ∈ g. Si α 6∈ pn alors −α ∈ pn et donc −α ∈ bn+1. De meˆme si −α 6∈ pn alors
α ∈ pn et donc α ∈ bn+1. Il reste donc les racines α ∈ pn telles que −α ∈ pn. On sait que α ou −α est
dans p′n, on peut donc supposer (quitter a` e´changer α et −α) que α ∈ p
′
n. On a alors deux cas : −α 6∈ p
′
n
ou α ∈ p′n. Dans le premier cas on sait que α ∈ bn+1, dans le second on a α ∈ bn+1 ⇔ α ∈ bn. Or on sait
que bn est un Borel donc α ou −α est dans bn et ainsi α ou −α est dans bn+1. Il reste a` voir que l’on a
pas α et −α dans bn+1. Si c’est le cas on sait que α et −α sont dans pn. Si α 6∈ p′n alors −α ∈ p
′
n et ceci
impose que α 6∈ bn+1 ce qui est absurde. Par syme´trie on peut donc supposer que α et −α sont dans p′n,
mais alors α ∈ bn+1 ⇔ α ∈ bn et comme bn est un Borel on ne peut avoir α et −α dans bn+1.
Par construction on sait que bn+1 ⊂ pn et b′n+1 ⊂ pn ce qui nous donne que bn+1+ b
′
n+1 ⊂ pn+ p
′
n =
bn + b
′
n.
On proce`de par re´currence en supposant que bn ∩ b′1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1 cette proprie´te´ e´tant e´videment vraie
pour n = 1. On a b′n+1 ∩ b
′
1 ⊂ (bn + b
′
n) ∩ b
′
1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1 par hypothe`se de re´currence.
De meˆme, on a bn+1 ∩ b′1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1. Soit alors α ∈ bn+1 ∩ b
′
1. On sait alors que α ∈ pn ∩ b
′
n ⊂ pn ∩ p
′
n
et on a les cas suivants :
• −α 6∈ p′n alors α est dans tous les Borels de p
′
n et donc α ∈ b
′
n+1.
• −α ∈ p′n mais −α 6∈ pn alors −α ∈ b
′
n (sinon −α 6∈ bn + b
′
n alors que −α ∈ p
′
n) et donc α 6∈ b
′
n et ce
cas ne se produit pas.
• −α ∈ pn ∩ p′n alors on a α ∈ b
′
n et donc α ∈ b
′
n+1.
On conclue ainsi que bn+1 ∩ b′1 ⊂ b
′
n+1 ∩ b
′
1.
On sait que bn ∩ b′1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1. Soit α ∈ bn ∩ b
′
1. Si −α 6∈ pn alors α est dans tous les Borels de pn et
donc α ∈ bn+1. Supposons −α ∈ pn. Comme α ∈ b′n alors α ∈ p
′
n. Mais alors on a les deux cas suivants :
• −α 6∈ p′n alors −α ∈ bn (sinon −α 6∈ bn + b
′
n alors que −α ∈ pn) ce qui impose α 6∈ bn et ce cas est
exclu.
• −α ∈ p′n et on a α ∈ pn ∩ p
′
n et −α ∈ pn ∩ p
′
n donc comme α ∈ bn on α ∈ bn+1.
On conclue ainsi que bn ∩ b′1 ⊂ bn+1 ∩ b
′
1.
On a ainsi construit deux suites de Borels et deux suites de paraboliques. On s’arreˆte de`s que Pn ∩P ′n
contient un Borel (il est ne´cessaire d’avoir cette proprie´te´ pour que le morphisme pi que l’on construit
dans la suite et qui est la de´singularisation soit propre). On a le lemme suivant qui nous permet de dire
que notre construction s’arreˆte.
Lemme 3 : Si pn ∩ p′n ne contient pas de Borel alors l’inclusion bn+1 + b
′
n+1 ⊂ bn + b
′
n est stricte.
De´monstration : Supposons que pn ∩ p′n ne contient pas de Borel et que bn+1 + b
′
n+1 = bn + b
′
n. Si
il existe α ∈ pn telle que α 6∈ p′n et que −α ∈ pn ∩ p
′
n alors α ∈ bn + b
′
n et −α ∈ bn+1 ∩ b
′
n+1 donc
α 6∈ bn+1 + b
′
n+1 ce qui est impossible. De meˆme si il existe α ∈ pn ∩ p
′
n telle que −α ∈ p
′
n mais −α 6∈ pn
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alors −α ∈ bn+ b′n et −α 6∈ bn+1+ b
′
n+1 ce qui est impossible. Les racines de bn sont donc d’un des trois
types suivants : α ∈ pn ∩ p′n et −α ∈ pn ∩ p
′
n ou α ∈ pn, α 6∈ p
′
n, −α ∈ p
′
n et −α 6∈ pn ou α ∈ pn ∩ p
′
n et
−α 6∈ pn + p′n.
Soit maintenant b un Borel de pn tel que Card(b ∩ pn ∩ p′n) est maximal (ici on appelle Card(p) le
nombre de racines qui apparaissent dans p). Alors il existe une racine simple α de b telle que α 6∈ pn ∩ p′n
et −α 6∈ pn ∩ p
′
n (pour α c’est clair sinon b serait contenu dans pn ∩ p
′
n, si −α ∈ pn ∩ p
′
n, alors sα(b) est
un Borel de pn tel que sα(b) ∩ pn ∩ p′n = (b ∩ pn ∩ p
′
n) ∪ {−α} ce qui contredit la maximalite´). On sait
alors que α ∈ pn mais α 6∈ p′n et −α ∈ p
′
n mais −α 6∈ pn. On montre maintenant que −α ∈ pn ce qui
sera une contradiction. Pour cela il suffit de montrer que pour tout β ∈ bn on a β−α ∈ bn+ b′n. Mais la
remarque faite au debut nous permet de dire que l’on les trois cas suivants :
• β ∈ pn ∩ p′n et −β ∈ pn ∩ p
′
n, alors β ∈ p
′
n et −α ∈ p
′
n donc β − α ∈ p
′
n ⊂ bn + b
′
n.
• β ∈ pn ∩ p′n et −β 6∈ pn + p
′
n, alors β ∈ p
′
n et −α ∈ p
′
n donc β − α ∈ p
′
n ⊂ bn + b
′
n.
• β ∈ pn mais β 6∈ p′n et −β ∈ p
′
n mais−β 6∈ pn, alors β est dans tous les Borels de pn et en particulier dans
b. On peut donc e´crire β =
∑
αi ou` les αi sont des racines simples de b. Mais alors β−α =
∑
αi−α est
une racine de g si et seulement si α ∈ {αi} (car α est une racine simple) et donc β−α ∈ b ⊂ pn ⊂ bn+b′n.
2 La de´singularisation
Soient P et P ′ deux paraboliques contenant un meˆme Borel et soit w ∈ W . On peut maintenant
construire la de´singularisation de la varie´te´ P ′wP/P qui est l’adhe´rence de la P ′-orbite P ′wP/P dans
G/P . Le lemme 1 de la partie pre´ce´dente nous permet de construire un Borel B ⊂ P et w′ ∈ w tels que
b+b′ = p+p′ (b′ = w′(b)). On peut donc se contenter de construire la suite de paraboliques pour B et w′.
La de´singularisation de P ′wP/P sera alors le quotient de celle de Bw′B/B par P . Ce sera une fibration
en P/B. On note B′ = w′(B). Pour cette construction, on s’inspire directement de celle de Demazure
[D]. Les lemmes pre´ce´dents nous ont permis de construire des suites de paraboliques et de Borels. De plus
le lemme 3 nous permet de dire qu’a partir d’un certain rang pn ∩ p′n contiendra un Borel : tant que ce
n’est pas le cas la suite des bn + b
′
n est strictement de´croissante (en dimension) et sera donc constante a`
partir d’un certain rang.
On note Pi, P
′
i , Bi et B
′
i les paraboliques associe´s aux alge`bres de Lies pi, p
′
i, bi et b
′
i. On construit
la varie´te´ suivante : X = P ′1 ×
P ′1∩P
′
2 P ′2 · · ·P2 ×
P1∩P2 P1 qui est le quotient de Y = P
′
1 × P
′
2 · · ·P2 × P1
par G′ = (P ′1 ∩ P
′
2) × · · · × (P1 ∩ P2). On a un morphisme de Y vers G donne´ par le produit (et par
multiplication par w′ pour arriver dans Bw′B) qui est invariant sous l’action de G′ ce qui nous donne un
morphisme de X dans G. On voit alors que B (et meˆme P ) agit a` droite sur ces varie´te´s et on obtient
ainsi un morphisme pi de X/B (ou X/P ) vers G/B (ou G/P ).
On va comparer cette construction avec celle donne´e par M. Demazure dans [D] : on a, pour former
P1, regroupe´ les paraboliques que choisit M. Demazure. On voit ainsi que pi factorise la de´singularisation
de Demazure (cf. proposition 1).
L’image de pi est l’adhe´rence de la cellule BwB/B et X/B est le quotient de P ′1×P
′
2×· · ·×P2×P1/B
par G′ et est donc lisse. On peut aussi le voir en conside´rant la filtration suivante :
X/B −→ P ′1 ×
P ′1∩P
′
2 P ′2 × · · · × P2/(P1 ∩ P2) −→ · · · −→ P
′
1 ×
P ′1∩P
′
2 P ′2/(P
′
2 ∩ P
′
3) −→ P
′
1/(P
′
1 ∩ P
′
2)
ou` la premie`re fle`che est une fibration en P1/B,la seconde en P2/(P1 ∩ P2) et ainsi de suite chacune des
fle`ches est un fibration en Pn+1/(Pn ∩ Pn+1) ou en P
′
n/(P
′
n ∩ P
′
n+1). Ce qui prouve que X/P est lisse.
Remarque 1 : On va voir que cette de´singularisation est plus fine que celle de [D] : la de´singularisation de
Demazure se factorise par pi. Notre de´singularisation est alors un isomorphisme sur un ouvert plus grand.
En fait notre de´singularisation est bijective sur tout l’ouvert w′P ′1B/B qui contient w
′B′B/B = Bw′B/B.
Exemple 1 : Si Bw′B/B est la cellule maximale de G/B alors ceci signifie que b + b′ = g et donc
p1 = p
′
1 = g. Ainsi notre de´singularisation est G/B (qui e´tait de´ja` lisse) alors que celle de [D] e´tait plus
complique´e et notamment pas un isomorphisme.
Pour montrer la factorisation annonce´e, on construits des paraboliques minimaux contenus dans les
Pi et qui redonne la de´singularisation de M. Demazure.
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Lemme 4 : Soit n le plus petit entier tel que pn ∩ p′n contienne un Borel. Il existe bn+1 un Borel de
pn ∩ p′n tel que bn ∩ b
′
1 ⊂ bn+1 ∩ b
′
1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1.
De´monstration : On modifie bn pour le faire appartenir a` p
′
n : si bn ⊂ p
′
n, on pose bn+1 = bn. Sinon,
il existe α racine simple de bn telle que α 6∈ p
′
n mais −α ∈ pn. En effet, soit α une racine simple de bn
qui n’est pas dans p′n (qui existe car bn 6⊂ p
′
n), alors si −α 6∈ pn, on a α 6∈ pn ∩ p
′
n et −α 6∈ pn ∩ p
′
n
ce qui contredit le fait que pn ∩ p′n contient un Borel. On regarde alors sα(bn). On a sα(bn) ⊂ pn et
sα(bn) ∩ p′n = (bn ∩ p
′
n) ∪ {−α}. De plus, si α ∈ b
′
1, alors α ∈ bn ∩ p
′
1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1 ⊂ p
′
n ce qui est absurde.
Donc α 6∈ b′1 et sα(bn) ∩ b
′
1 = (bn ∩ b
′
1) ∪ {−α}. On continue ce processus tant que le Borel n’est pas
contenu dans p′n. On obtient ainsi le Borel bn+1 qui ve´rifie bn+1 ⊂ pn ∩ p
′
n, bn ∩ b
′
1 ⊂ bn+1 ∩ b
′
1. Enfin,
bn+1 ∩ b′1 ⊂ (bn + b
′
n) ∩ b
′
1 ⊂ b
′
n ∩ b
′
1.
Proposition 1 : Soit S une varie´te´ de Schubert, il existe une de´singularisation de Demazure D : X ′ −→ S
et un morphisme X ′ −→ X qui s’inse`re dans le diagramme suivant :
X ′
D
−→ Sy yId
X
pi
−→ S
De´monstration : On commence par le lemme suivant :
Lemme 5 : Soit p un parabolique, b un Borel, b′ et b′′ des Borels de p tels que b ∩ b′ ⊂ b ∩ b′′,
alors il existe une suite de Borels (bi)1≤i≤n de p tels que b1 = b
′, bn = b
′′, bi ∩ b ⊂ bi+1 ∩ b et
Card(bi+1 ∩ b) = Card(bi ∩ b) + 1.
De´monstration : On peut se placer dans le cas ou` l’inclusion b∩ b′ ⊂ b∩ b′′ est stricte. Alors il existe
α une racine simple de b′ telle que −α ∈ b∩ b′′. En effet, sinon toute les racines simples de b′ sont telles
que −α 6∈ b∩b′′ c’est a` dire α ∈ b ou α ∈ b′′. Mais si α ∈ b alors α ∈ b∩b′ ⊂ b∩b′′ et donc dans tous les
cas α ∈ b′′. Ceci impose que b′ ⊂ b′′ et donc b′ = b′′ ce qui est impossible en raison de l’inclusion stricte.
On pose alors b2 = sα(b
′) et on a (−α ∈ b′′ donc −α ∈ p) b2 ⊂ p et b2 ∩ b = (b′ ∩ b)∪{−α} ⊂ b∩ b′′.
On recommence le processus tant que l’inclusion de bi ∩ b ⊂ b ∩ b′′ est stricte.
Ce lemme nous permet de construire pour tout 1 ≤ k ≤ n deux suites de Borels (bk,i)1≤i≤rk (resp.
(b′k,i)1≤i≤r′k) de pi (resp. p
′
i) tels que les bk,i ∩ b
′
1 (resp. b
′
k,i ∩ b
′
1) forment une suite croissante (resp.
de´croissante) pour l’ordre lexicographique et que leur dimension augente (resp. descende) de exactement
1 a` chaque. De meˆme le lemme 5 nous permet de construire deux suites de Borels (bn+1,i)1≤i≤rn+1 de
pn (entre bn et bn+1) et (b
′
n+1,i)1≤i≤r′n+1 de p
′
n (entre bn+1 et b
′
n) telles que les dimensions de leurs
intersections avec b′1 forment une suite croissante pour la premie`re et de´croissante pour la seconde.
Ces deux suites comple`tent les deux premie`res suites en une seule qui est telle que les intersections
avec b′1 forment une suite dont les dimensions prennent une seule fois toutes les valeurs entre dim(b
′
1)
et dim(b1 ∩ b′1). Cette suite de Borels nous permet de construire une de´singularisation de Demazure
correspondant a` b1 et b
′
1 en prenant, si bx et by sont deux termes conse´cutifs de la suite le parabolique
bx + by qui est minimal mais diffe´rent d’un Borel. On construit ainsi pour tout 1 ≤ k ≤ n + 1 et tout
1 ≤ i ≤ rk − 1 les paraboliques pk,i = bk,i + bk,i+1, pour tout 1 ≤ k ≤ n les paraboliques pk,rk =
bk,rk + bk+1,1 et le parabolique pn+1,rn+1 = bn+1,rn+1 + b
′
n+1,r′
n+1
et de meˆme pour tout 1 ≤ k ≤ n+ 1
et tout 1 ≤ i ≤ r′k − 1 les paraboliques p
′
k,i = b
′
k,i + b
′
k,i+1 et pour tout 1 ≤ k ≤ n les paraboliques
p′k,r′
k
= b′k,r′
k
+ b′k+1,1. On pose alors Y
′ =
∏
P ′k,i ×
∏
Pk,i le premier produit est effectue´ dans l’ordre
lexicographique et le second dans l’ordre lexicographique inverse´, on pose G′′ =
∏
B′k,i×
∏
Bk,i (avec les
meˆmes ordres) et on pose X ′ = Y ′/G′′. La de´singularisation de Demazure de B′1B1/B1 est alors donne´e
par X ′/B1 et un morphisme D de cette varie´te´ vers G/B1. Le morphisme D est obtenu a` partir de la
multiplication de Y ′ dans G. Or cette multiplication se factorise par Y car les groupes Pk,i sont contenus
dans Pk et par passage au quotient on voit que D se factorise par pi.
Corollaire 1 : Le morphisme pi est une de´singularisation
De´monstration : On commence par montrer le cas des varie´te´s de Schubert : Bw′B/B est exactement
w′P ′1B/B. On obtient de cette fac¸on un ouvert (la P
′
1-orbite w
′P ′1B/B) lisse plus grand que la cellule de
Schubert. Le morphisme pi est un isomorphisme au dessus de cet ouvert. En effet, cet ouvert contient la
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cellule Bw′B/B au dessus de laquelle la de´singularisation de Demazure est un isomorphisme donc pi est
aussi un isomorphisme au dessus de cette cellule. De plus, le morphisme pi est invariant sous l’action de
P1 donc l’orbite de la cellule lisse pre´ce´dente (c’est exactement w
′P ′1B/B) est une P
′
1-orbite lisse et pi est
encore un isomorphisme au dessus de cette orbite.
Pour le cas ge´ne´ral on conside`re le diagramme commutatif suivant :
X/B −→ Bw′B/B
↓ ↓
X/P −→ w′P ′1P/P
dont les fle`ches verticales sont des fibrations en P/B (pour la seconde ceci vient du fait que comme
p1 + p
′
1 = b + b
′ = p + p′, la varie´te´ Bw′B/B est l’image re´ciproque de w′P ′1B/B par le morphisme
de G/B −→ G/P1) ainsi comme le morphisme pi pour les Borels est une de´singularisation et est donc
birationnel, alors le morphisme pi de X/P vers la varie´te´ de Schubert correspondante est birationnel et
c’est bien une de´singularisation.
Remarque 2 : La P ′1-orbite w
′P ′1B/B est le plus grand ouvert lisse de Bw
′B/B qui est une orbite sous
l’action d’un sous groupe de G laissant stable Bw′B/B (ceci vient du fait que p′1 a e´te´ choisit maximal
pour sa proprie´te´). Par ailleurs, pour tout groupe P contenant B et contenu dans P1, le morphisme
Bw′P/P −→ Bw′P1/P1 est une fibration en P1/P . Ainsi, les singularite´s des varie´te´s Bw′P/P pour de
tels P sont identiques a` celle de Bw′P1/P1. Les varie´te´s de Schubert du type de Bw′P1/P1 seront dits
minimales : il n’existe pas de parabolique P contenant P1 tel que la fle`che Bw′P1/P1 −→ Bw′P/P est
une fibration en P/P1.
Notre construction nous permet de donner une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une varie´te´
de Schubert minimale soit homoge`ne sous l’action d’un sous groupe de G et on en de´duit une condition
suffisante de lissite´ des varie´te´ de Schubert. Notons S la varie´te´ de Schubert Bw′P/P et S1 la varie´te´ de
Schubert minimale associe´e Bw′P1/P1 on a alors le :
Corollaire 2 : La varie´te´ de Schubert minimale S1 est homoge`ne sous l’action d’un sous groupe de G si
et seulement si p1 ∩ p
′
1 contient un Borel. Dans ce cas S est lisse.
De´monstration : Si p1 ∩ p′1 contient un Borel on a X = P
′
1 ×
P ′1∩P1 P1. Si on quotiente par P1 qui
contient P on a alors P ′1/(P
′
1∩P1) = X/P1 −→ S1 est la de´singularisation de S1 qui e´tait donc homoge`ne.
Mais alors le morphisme G/P −→ G/P1 nous donne le diagramme commutatif suivant :
X/P −→ S
↓ ↓
X/P1 −→ S1
dont les fle`ches verticales sont des fibrations en P1/P et donc, comme la fle`che du bas est un isomorphisme,
celle du haut est e´galement un isomorphisme. Ainsi on voit que S est lisse car X/P l’est.
Re´ciproquement, si S1 est homoge`ne sous l’action d’un sous groupe de G alors le plus grand de ces
sous groupes est P ′1 par construction. Mais alors P
′
1/(P
′
1 ∩P1) doit eˆtre S1 toute entie`re. Ceci signifie que
la cellule P ′1/(P
′
1 ∩ P1) est propre. Ceci n’est possible que si P
′
1 ∩ P1 contient un Borel. Remarquons que
pour que S soit homoge`ne sous P ′1, il faut et il suffit que ¶ ∩ P
′
1 contienne un Borel.
Exemple 2 : On e´tudie notre de´singularisation pour certaines varie´te´s de Schubert de SL4. Soit P0 ∈
L0 ⊂ H0 un drapeau de P
3. Conside´rons les varie´te´s de Schubert suivantes : S = {(P,L,H) ∈ P3 ×G×
Pˇ3/P ∈ L ⊂ H et dim(L ∩ L0) ≥ 1}, S′ = {{(P,L,H) ∈ P3 ×G× Pˇ3/P ∈ L ⊂ H, P ∈ L0 et L ⊂ H0}
et S′′ = {{(P,L,H) ∈ P3 ×G× Pˇ3/P ∈ L ⊂ H, P ∈ H0 et P0 ∈ H}, cette dernie`re est la seule varie´te´
de Schubert de SL4 qui ne correspond pas a` une permutation vexillaire. Notre de´singularisation est alors
donne´e dans chacun des cas par X = {(P, P ′, L,H,H ′) ∈ P3 × P3 ×G × Pˇ3 × Pˇ3/P ∈ L ⊂ H, P ′ ∈
L ⊂ H ′ et ¶′ ∈ L0 ⊂ H ′}, X ′ = S′ et X ′′ = {{(P,L, L′, H) ∈ P3 ×G×G× Pˇ3/P ∈ L ⊂ H, P ∈ L′ ⊂
H et P0 ∈ L′ ⊂ H0}. Ces de´singularisations sont toutes bijectives sur le lieu lisse. Notons que l’exemple
de S′ montre que la condition suffisante de lissite´ du corollaire 2 n’est pas ne´cessaire.
Remarque 3 : Si le lieu lisse d’une varie´te´ de Schubert S est homoge`ne sous l’action d’un sous groupe
de G alors ce sous groupe est P1 et notre de´singularisation est bijective sur le lieu lisse. Par ailleurs, on
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peut ve´rifier que si le groupe G est SLn pour n ≤ 4, SOn pour n ≤ 6 ou Spn pour n ≤ 4 alors notre
de´singularisation est bijective sur le lieu lisse.
On peut encore affiner notre de´singularisation de la fac¸on suivante : on remplace les paraboliques Pi
par un parabolique contenant Pi et contenu dans w
−1BwB. Ceci ne change pas les paraboliques P1 et
P ′1. Cette technique permet ainsi de construire les de´singularisations X1 = {(P, P
′, L,H) ∈ P3 × P3 ×
G× Pˇ3/P ∈ L ⊂ H, P ′ ∈ L et P ′ ∈ L0} et X2 = {(P,L,H,H
′) ∈ P3 ×G× Pˇ3 × Pˇ3/P ∈ L ⊂ H, L ⊂
H ′ et L0 ⊂ H ′} de la varie´te´ de Schubert S de l’exemple 2. On voit que cette construction n’est plus
canonique, il faut choisir un parabolique contenant Pi et contenu dans w
−1BwB.
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